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RESUMEN. Una colecciéon de puntos en plano o en el espacio
puede parecer un conjunto o estructura matematica no demasiado
interesante. Nada mas lejos de la realidad. Con un simple conjunto
de puntos podemos construir diagramas de Voronoi, realizar trian-
gulaciones, construir complicados conjuntos geométricos como las
a-formas, envolventes convexas, etc. La geometria computacional
constituye una rama de las ciencias de la computacion que trata de
resolver problemas geométricos por medio de algoritmos. La incor-
poracion de ciertas funciones relacionadas con la geometria com-
putacional en la versién 4 de GeoGebra nos abre un amplio abanico
de posibilidades a la hora de proponer ciertos problemas "reales"
gue pueden resultar motivadores para el estudiante y que nos per-
mite enfocar la docencia de algunos conceptos geométricos desde
la practica. En este trabajo se analizan diversos ejemplos en los
gue se aplican técnicas de geometria computacional sobre conjun-
tos de puntos en el plano.

1. Introduccién

Pensemos en un conjunto de puntos en el plano. A primera vista, parece que desde el
punto de vista matematico no tiene mucho interés. Estamos acostumbrados a trabajar
con estructuras matematicas complejas como grupos, anillos, matrices, espacios vec-
toriales, etc. Sin embargo, nada mas lejos de la realidad. Trataremos de demostrar en
este breve articulo que un conjunto de puntos en el plano constituye una estructura
matematica apasionante, tanto por sus posibilidades como por los resultados obteni-
dos, como vamos a tratar de visualizar ayudandonos, en la medida de lo posible, de
GeoGebra (www.geogebra.org/).

La pregunta de la que partimos es: ¢ qué podemos hacer con un conjunto de puntos en
el plano?

La respuesta a esta pregunta esta relacionada con una especialidad reciente en el
campo de las matematicas, como es la geometria computacional.
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Podemos decir, de una manera mas o menos formal, que la geometria computacional
trata de resolver problemas geométricos mediante la aplicacion de algoritmos. Por eso,
se trata de una especialidad reciente, ya que se engloba dentro de la computacién y
resulta imprescindible el uso de computadoras, en las que se implementen y ejecuten
los algoritmos disefiados para la resolucion de los diferentes problemas.
Dado S un conjunto finito de puntos en el plano, podemos realizar las siguientes ope-
raciones sobre ellos, entre otras muchas.

v Célculo de su envolvente convexa, que denotamos por CH(S).

v' Célculo del diagrama de Voronoi, que denotamos por Vor(S).

v' Triangulacién de Delaunay, que escribimos como DT(S).
Para una descripcién mas detallada de los conceptos y algoritmos basicos de geo-
metria computacional, podemos consultar [1,2].

2. La envolvente convexa

Supongamos que S es un conjunto finito de puntos del plano. Nos interesa determinar
el menor conjunto convexo que contiene a S. Dicho conjunto siempre existe y se llama
la envolvente convexa de S.

Asi pues, podemos afirmar que la envolvente convexa de un conjunto de puntos S es
el poligono convexo P que contiene a todos los elementos de S con menor area (o
perimetro) posible.

La envolvente convexa es un poligono convexo cuyos Vvértices son elementos de S. Si
de forma intuitiva consideramos los puntos de S como clavos sobre un panel de made-
ra, entonces podemos pensar en la frontera de la envolvente convexa como la forma
que toma una liga elastica que encierra a todos los clavos.

Entre las aplicaciones mas importantes de la envolvente convexa podemos citar:

» Calculo del diametro de un conjunto.

» Calculo de la anchura de un conjunto.

» Calculo del circulo vacio maximo.
Dado un conjunto de puntos S hablamos de el diametro del conjunto de puntos para
referirnos a la mayor distancia entre sus puntos. Cuando hablamos de anchura de S
nos estamos refiriendo a la menor longitud de entre todas las de dos rectas paralelas
que contengan en su interior todos los puntos de S.
El célculo del diametro de un conjunto de puntos nos sirve para resolver problemas
reales en los que sea necesario obtener medidas de dispersion. Una aplicacion real
gue requiere el célculo de la anchura de un conjunto de puntos es el calculo de trayec-
torias de vehiculos moviles o robots.
En el problema del calculo del circulo vacio maximo es necesario el calculo de la en-
volvente convexa del conjunto de puntos, ya que nos interesa conocer su intersecciéon
con el diagrama de Voronoi del conjunto.

3. Los diagramas de Voronoi

Partimos, como ya venimos haciendo a lo largo de este capitulo, de un conjunto S de n
puntos en el plano.

Para cada pareja de puntos del plano, por ejemplo, p; y p;, dibujamos la mediatriz del
segmento que los une pip;, de manera que el plano queda dividido por dos semiplanos.
Denotamos por H(p;, p;) al semiplano compuesto por los puntos del plano mas cerca-
nos a p; que a p;.

www.sociedadelainformacion.com N° 41 —-Mayo 2013
Edita Cefalea Primer dia de Geogebra de Castillala Mancha 2/6




*UCLM 3%,,@“" Revista Digital Sociedad de la Informacion
Ahora, para cada punto p; de S, denotamos por V; al conjunto de puntos del plano mas
cercano al punto p; que a los restantes puntos del conjunto S - {pj}.
Entonces, se puede demostrar que

Vi =Nj+; H(p;, pj)-
Esto significa que tenemos una forma de calcular el conjunto de puntos mas cercano a
un punto concreto p; del conjunto S. Basta con calcular inicialmente todas las mediatri-
ces de ese punto con el resto para obtener los conjuntos H(p;,pj), con j distinto de i.
Después, es necesario calcular la intersecciéon de todos esos semiplanos. Lo vemos
mas claramente con un ejemplo.
Supongamos que tenemos un conjunto S formado por cuatro puntos, es decir, S={p;,
P2, P3, P4}. Calculamos V4, V,, V3, V4 para el conjunto S.
Después de dibujar los puntos en el plano trazamos los segmentos pipz, PiPz, PiPa,
P2Ps, P2P4, P3Pa4.
Una vez obtenidos los segmentos, podemos trazar las correspondientes mediatrices
de esos segmentos, utilizando el siguiente criterio de notacion: denotamos por m; a la
mediatriz del segmento pip;. Representamos las mediatrices miz, M1z, Mis, M2z, My,
ms4. Una vez dibujada la mediatriz m; ya estamos en disposicion de dividir el plano en
dos semiplanos, H(pi, p;) Yy H(p;, pi). Precisamente la interseccion de estos semiplanos
es la que nos proporciona los conjuntos de puntos mas proximos a uno u otro punto.
Entonces se pueden calcular los conjuntos V.

Para i=1, calculamos Vi = H(py,p2) N H(p1,p3) N HP1,04)-
Para i=2, calculamos V, = H(pz,p1) N H(pz,p3) N H(py, Pa)-
Para i=3, calculamos Vs = H(ps,p1) N H(ps, p2) N H(p3,Pa)-
Para i=4, calculamos Vy = H(pg,p1) N H(pg, p2) N H(ps, p3)-

Una vez construido V; realizamos un proceso similar con el resto de los puntos. En
consecuencia, podemos definir el diagrama de Voronoi Vor(S) de la forma

Vor(S) =UlL; V;.
En la figura siguiente se muestra un ejemplo del diagrama de Voronoi de un conjunto
de puntos.

Ve = H(C,A) N H(C, B) N H(C,D)
V4 = H(A, B) N H(A,C) N H(A, D)

Vo= H(B,A)n H(B,C)n H(B,D)

Vo= H(D A)n H(D,B)yn H(D,C)

Una primera observacion del diagrama de Voronoi nos permite obtener las siguientes
conclusiones:
= Sitenemos un punto p; en S, entonces su vecino mas proximo se halla en al-
guno de los poligonos de Voronoi adyacentes a V..
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" SI ordenamos en una lista cada punto p; con su vecino mas cercano, entonces
podemos buscar en dicha lista el par de elementos de S mas cercanos.

4. Aplicaciones.

Entre las aplicaciones més importantes de los diagramas de Voronoi podemos citar las

siguientes:

= Célculo del vecino més cercano.

= Encontrar los dos puntos mas préximos.

= Calculo del mayor circulo vacio posible.

= Célculo del circulo de recubrimiento minimo.
= Trayectorias de robots.

La siguiente tabla resume en qué consiste cada uno de estos problemas.

Calculo del vecino mas
cercano.

Sea S un conjunto de puntos en el plano y un punto p que no
pertenece a S. El problema consiste en determinar qué punto de
S se encuentra mas proximo a p.

Encontrar los dos puntos
mas proximos.

Dado S, consideramos el problema de determinar los dos puntos
mas préximos en dicho conjunto. Para ello, cada punto localiza
su vecino mas cercano y después se comprueba cual de estos
pares se encuentran a menor distancia.

Célculo del mayor circulo
vacio posible.

Se trata de encontrar el mayor circulo que no contenga puntos
de S, cuyo centro se encuentre dentro de la envolvente convexa
del conjunto de puntos. El centro de este circulo es un vértice de
Voronoi o de su interseccion con la envolvente convexa.

Calculo del circulo de recu-
brimiento minimo.

Se trata en este caso de encontrar el menor circulo que engloba
a un conjunto de puntos del plano.

Trayectorias de robots.

Si un robot debe moverse por una escena en la que existen
obstéculos, nos interesa encontrar una trayectoria para el mismo
lo mas alejada posible de ellos. Dicha trayectoria se disefia sobre
las aristas del diagrama de Voronoi generado a partir de los
obstaculos.

A continuacion se plantean algunos problemas cuya resolucion se basa en el concepto
y propiedades de los diagramas de Voronoi.

Ejemplo 1. Célculo del vecino mas préximo.

Tenemos en la imagen siguiente un mapa de una ciudad con la localizaciéon de los
grandes supermercados existentes en la misma. Queremos saber, de acuerdo con la
posicion en la que nos encontremos, cual de ellos es el que tenemos mas cerca.
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El diagrama de Voronoi para este conjunto de puntos nos proporciona las regiones
mas proximas a cada uno de los puntos, que en este caso representan supermercados
(imagen de la derecha).

Ejemplo 2. Calculo de trayectorias que eviten obstaculos.

Supongamos que queremos establecer una ruta a pie a través de un valle y una sierra
que hemos representado por medio de la figura:

En dicha figura hemos representado por Ay
B el punto inicial y final, respectivamente, de
la ruta. En dicho valle existe un tipo de vege-
tacibn autdctona que queremos proteger y
preservar en la medida de lo posible puesto
gue se trata de especies protegidas. La pre-
sencia de dichas especies se ha marcado
con puntos en el dibujo. Establecer una ruta
gue pase lo mas lejos posible de estos pun-

tos.

Ejemplo 3. Trayectorias de robots.

Supongamos el problema de un robot que debe atravesar una zona con obstaculos,
que debe evitar a toda costa. La idea es establecer una trayectoria de manera que
pase lo més lejos posible de los obstaculos.

Ejemplo 4. Calculo del circulo vacio mas grande.

Consideremos el problema de la instalacion de una planta de residuos quimicos en
nuestra Comunidad Autbnoma. Se trata de una instalacién que conlleva un riesgo y
supone un peligro evidente para la poblacién en caso de accidente. Evidentemente,
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nadie desea una instalacion de este tipo en su proximidad. Las autoridades responsa-
bles deciden que su localizacién geogréafica debe ser tal que se encuentre lo mas ale-
jada posible de cualquier nucleo urbano cuya poblacién supere los 10 000 habitantes.
Sin embargo, por motivos logisticos, su construccion no debe situarse en zonas dema-
siado alejadas de la civilizacion, puesto que los costes de infraestructuras serian in-
sostenibles. Nuestro problema consiste en buscar una localizacién geogréfica para
dicha instalacion.

Ejemplo 5. El futbol y Voronoi.

Puesto que un juego como el fatbol es un juego de posiciones en un area determina-
da, podemos plantear el determinar las posiciones de los jugadores y el area que les
corresponde mediante el diagrama de Voronoi. Existen paginas web dedicadas a de-
portes en las que podemos encontrar estadisticas de todo tipo, entre las que se en-
cuentran las posiciones medias de los jugadores en el transcurso de un partido. A par-
tir de estas posiciones medias, podemos construir en GeoGebra el diagrama de Voro-
noi y extraer conclusiones sobre la forma de juego de un jugador individual o del equi-
po en conjunto.

Bibliografia.

[1] Devadoss, Satyan L., O'Rourke, Joseph. "Discrete and Computational Geometry".
Princeton University Press, 2011.

[2] Sack, J.R., Urrutia, J. "Handbook of Computational Geometry". North-Holland,
1999.

SOCIEDAD DE LA INFORMACION

www.socliedadelainformacion.com

Edita: Director: José Angel Ruiz Felipe
t%gF Jefe de publicaciones: Antero Soria Lujdn
LE s D.L.: AB 293-2001

ISSN: 1578-326x

www.sociedadelainformacion.com N° 41 —-Mayo 2013
Edita Cefalea Primer dia de Geogebra de Castilla la Mancha 6/6



http://www.sociedadelainformacion.com/

