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Breve resumen: En esta comunicacién se pretende exponer como introducir el pro-

grama de Geogebra en la ensefianza y aprendizaje de los nimeros complejos en Ba-
chillerato, mediante la construccion de ficheros o figuras de Geogebra, elaborados
especificamente para facilitar dicho aprendizaje.

0. Introduccioén

Teniendo en cuenta, que Geogebra es un programa utilizado por una amplia comuni-
dad de usuarios a nivel mundial, y con gran aceptacion entre los docentes y los alum-
nos, es conveniente utilizarlo, como herramienta de ensefianza y aprendizaje en las
Matemética. Ademas, debido a su facil manejo y a su caracter dinamico, puede ayudar
a los alumnos a comprender conceptos matematicos, a visualizar situaciones geomé-
tricas y a resolver o comprobar ejercicios y problemas.

Como los nimeros complejos, se pueden representar mediante sus afijos en el plano,
podemos utilizar el programa Geogebra, para representar nimeros complejos y ope-
raciones con nimeros complejos, y también, lo podemos utilizar para visualizar y ex-
presar nimeros complejos en forma binbmica o trigonométrica, o0 representar sus rai-
ces enésimas. Y tenemos también la posibilidad de ampliar algunos conceptos, al me-
nos de forma intuitiva, como continuidad o transformaciones geométricas complejas.
Para facilitar el aprendizaje de los alumnos, es conveniente, que se elaboren ficheros
o figuras de Geogebra especificas, con informaciones, construcciones y herramientas,
para que lo utilicen cuando estén aprendiendo los conceptos de niumeros complejos.
Cuando efectian actividades, ejercicios y problemas, es recomendable que utilicen
simultdneamente el software Geogebra, tanto en el aula, como en casa, para expresar
y representar las diversas formas u operaciones de numeros complejos, asi como para
comprobar algunas actividades realizadas en el cuaderno. Se puede proponer que

consulten la direccién http://alerce.pntic.mec.es/jjir0003/numeros%20complejos/ don-

de, pueden utilizar figuras y descargar ficheros de Geogebra, adaptados al calculo y
representacion geométrica de numeros complejos, que ademas, vienen acompafados
de contenidos basicos. También, se pueden construir ficheros o figuras similares para

tal fin.
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1. Los numeros complejos. Expresién binédmica.

Debido a la necesidad de utilizar raices de nimeros reales negativos, por ejemplo,

para resolver ecuaciones polindmicas sin solucion real, se utilizé, la unidad imaginaria

i =+—1.Y asi por ejemplo, se podria resolver la siguiente ecuacion

~1+4-3 _-1+43.4-1 -1+43.i 1 3
2

==+ Y3
2 2 27 2

Con una introduccion similar a esta, podemos ampliar el concepto de namero real,

X +X+1=0=x=

mediante la definicion de nidmero complejo. Definiendo el conjunto de los numeros
complejos, aquellos nUmeros z, cuya expresion bindmica es la siguiente

Z =a+Dbi; denominando a=Partereal =Re(z) y b=Parteimaginaria =1m(z).
Para representar en forma binémica los nimeros complejos con Geogebra, podemos
utilizar, la figura

http://www.geogebratube.org/student/m29333

Dado, que podemos utilizar las operaciones bésicas (+,-,*,/), con los nimeros comple-
jos expresados en forma binémica, por ejemplo, (1+i)-(2—1i)=3+1i, podemos utilizar

para operar la figura
http://www.geogebratube.org/student/m29334

Es importante conocer las propiedades que cumplen las operaciones sobre los nime-
ros complejos, que lo dotan de con la estructura de cuerpo conmutativo. Y también,
conocer el conjugado de un nimero complejo z=a+bi, Z=a-bi, que se utiliza con
frecuencia en las operaciones de numeros reales. Para representar el conjugado y el
opuesto de un nimero complejo z , podemos utilizar la figura

http://www.geogebratube.org/student/m29335

2. Modulo vy Argumento. Expresion polar y trigonomeétrica.

Si z=a+bi, el Modulo o Norma de z=|z| y el Argumento de z=Arg(z) son

|z|=va®+b” =r y Arg(z) estal que a =|z|-cos (Arg(z)) y a=|-sen (Arg(z) ).
Si tomamos el argumento principal a¢ (comprendido entre 0 y 2.pi), podemos utilizar la

expresion polar y la expresion trigonométrica del numero complejo, mediante

z=r,y z=r-(cosa+i-sena)

Ejemplo, si z=2+2-/3, como |Z|=4y Arg(z):Arctan(\/g):{%+2-k'7z:k eD},
podemos expresar z=4_y z =4~(cos%+i-sen %j
3
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Para representar en forma polar y trigpnométrica los nimeros complejos con Geoge-

30 s

bra, podemos utilizar la figura

http://www.geogebratube.org/student/m29336

Conocidos los conceptos de opuesto y conjugado de un namero complejo, operacio-
nes habituales con numeros complejos, y moédulo y argumento complejo, podemos
crear herramientas especificas con Geogebra para efectuar de forma interactiva los
nameros complejos, y podemos utilizar la figura

http://www.geogebratube.org/student/m29337
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Teniendo en cuenta las propiedades trigonométricas, podemos facilmente multiplicar y
dividir nameros complejos en forma polar o trigonométrica (Férmulas de Moivre).
Ademas, dado que su representacion geométrica es mas intuitiva, podemos utilizar
para su representacion la figura:

http://www.geogebratube.org/student/m29338

3. Potenciay raiz enésima de un numero complejo.

Si z=r,, es un numero complejo expresado en forma polar.

Para calcular z2"=z-2----- z, generalizando la operacion de producto, sera z" :(r”)
n-e

Y para calcular la n raices enésimas de z, si Yz = S, , se cumplira
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Jr =s
ra :(Sﬂ) = r{a+2-k-7z:keD} :(Sﬂ) = r{a+2-k.7r:k€[} :(Sn)nﬁ = {OH-ZK T . k ED }:ﬂ
n

Que tomando los argumentos principales, sera
s=1r: IB:{M; k :O,l,2,---,n—1}
n

Cuyos afijos, representan geométricamente los veértices de un poligono regular de n

vértices, inscritos en una circunferencia de centro el origen y de radio Q/F Ejemplo:
1 3 o 3 0 o 3 0 0
Si =34 =3z = {flso 3180 ;360 3180 +720 } {\Feoo 33100, \FaoOO}

Para calcular y representar potencias y raices de nUmeros complejos, podemos utilizar

la figura
http://www.geogebratube.org/student/m29339

Finalmente, una vez que se han tratado la mayoria de los conceptos y operaciones
basicas de nimeros complejos, para operar y representar nimeros complejos en for-
ma binémica, polar o trigopnométrica, podemos utilizar la figura

http://www.geogebratube.org/student/m29340
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3. Actividades de nimeros complejos. Ampliacion.
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Conviene que los alumnos efectlen actividades, para que puedan asimilar los conteni-
dos y puedan desarrollar los procedimientos de nameros complejos. En la direccién

http://alerce.pntic.mec.es/jjir0003/numeros%20complejos/ se proponen una serie de

actividades.

También, se pueden proponer contenidos de ampliacién, aunque sea de forma intuiti-
va, para que los alumnos que estén interesados, puedan investigar las diferencias que
existen, al aplicar funciones, continuidad, o transformaciones geométricas, en el con-
junto de los nimeros complejos, para lo cual se propone trabajar la estructura métrica
de los nimeros complejos, el concepto de funciébn compleja de variable compleja, la
continuidad, la derivada, la exponencial compleja, el logaritmo complejo y las transfor-
maciones geomeétricas utilizando numeros complejos, para lo cual podemos utilizar las
siguientes figuras de Geogebra:

http://www.geogebratube.org/student/m29341

http://www.geogebratube.org/student/m29342

http://www.geogebratube.org/student/m29343

http://www.geogebratube.org/student/m29346

http://www.geogebratube.org/student/m29347

http://www.geogebratube.org/student/m29348
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Que también, se pueden descargar los ficheros de extension ggb, para poder abrir con

Geogebra, en la pagina elaborada para los alumnos
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