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Resumen: EI programa GeoGebra permite representar puntos en coordenadas
polares asi como numeros complejos. Sin embargo no tiene una herramienta propia
para representar graficas en coordenadas polares .En este articulo se postula la
creacion y disefio de una plantilla sencilla que nos permita introducir y graficar curvas y
funciones definidas en coordenadas polares. Estas curvas Yy trayectorias son bastante
habituales en los primeros cursos universitarios de grado de carreras técnicas y
cientificas .Las aplicaciones a la Geometria y la Fisica de este tipo de coordenadas
son evidentes.

0.Introduccién

Es extrafio, a estas alturas del desarrollo de GeoGebra, (que en los ultimos afios ha
sido exponencial), que el programa no cuente con una herramienta nativa con
comandos propios para la graficacion de curvas en COORDENADAS POLARES. Sin
embargo si se pueden graficar puntos introduciéndolos en el cajon de ENTRADA de
GeoGebra con la sintaxis (distancia;angulo).Este” ;” punto y coma es fundamental,
ya que permite distinguir entre puntos dados en coordenadas cartesianas y polares.

Esta primera opcidon nos permite, mediante “animaciones de punto” dibujar la
trayectoria de curvas expresadas en coordenadas polares utilizando los deslizadores
de GeoGebra como podemos ver en los siguientes graficos. (Antes, en

el menua de configuracién hemos marcado la opcién de expresar las o
coordenadas polares con el &ngulo en radianes). & x|,
, NEEDEE
o BE5 Este método : ~
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Conectar Unidad angular
Ji| no eS| Goaes ©nadanes
t Arlngehrau:a b Vista Grafica demas'ado : i =
L0 a=074 s i i Estilo del anaulo recto
TS k-0 satisfactorio ¢ =

ya que solo podemos mantener la
imagen de la curva si la capturamos
con un capturador de pantalla. En
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cuanto traslademos, ampliemos o modifiguemos el gréfico desaparecera y tendriamos
que redibujarla de nuevo

(una espiral con animacién de punto. La expresion es(a/2; a)).(deslizador a)).

Lo que si posee Geogebra es una herramienta muy potente para graficar curvas en
coordenadas paramétricas Mediante el comando Curval ]. La idea es expresar las
curvas polares en coordenadas paramétricas.

La sintaxis del comando es compleja .Nuestro objetivo serd disefiar una plantilla
con cajones de entrada para funciones expresadas de forma natural en
coordenadas polares de manera que los comandos y parametros para graficos en
coordenadas paramétricas permanezcan ocultos en un segundo plano a nuestros
alumnos y que puedan trabajar con ellos sin tener que preocuparse de dichos
comandos y sintaxis. Asi el estudio de estas funciones se desarrollara de una forma
mas natural y eficiente y podran disfrutar de la maravillosa coleccién de trayectorias y
curvas expresadas en dichas coordenadas.

1.Diseflando la plantilla

Antes de disefiar una plantilla con GeoGebra debe uno sentarse a pensar que
caracteristicas queremos que posea nuestro disefio.

1. En primer lugar debe tener una rejilla con sistema de coordenadas polar.
También sera interesante mantener la rejilla cartesiana para poder comparar
ambos sistemas coordenados.

2. Definiremos varios pardmetros a, b, c, d, e, f, g mediante deslizadores. Los dos
primeros a y b se utilizardn para determinar el dominio de definicion de la
funcién polar.

3. Es interesante poder introducir y representar mas de una funcién polar cada
vez. Definiremos tres funciones en coordenadas cartesianas fi, fo, f3 con
variable angular a (que pasaran los pardmetros ala curva paramétrica) de
manera oculta.(pueden definirse mas funciones pero recargaria
innecesariamente la plantilla).

4. Defininiremos tres curvas (Curval, Curva2, Curva3) asociadas fi,f2,f3 que
representaran de manera efectiva nuestra curva en polares.

5. Crearemos cajones de entrada asociados a las funciones predefinidas y los
parametros a y b para definir de manera interactiva las funciones asi como
sus dominios.
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6. Construiremos botones que nos permitan ocultar y a recuperar las funciones
polares definidas asi como sus graficos.

7. Esta construccion se hard en la vista gréfica 2 de GeoGebra con un tapiz
completamente blanco de manera que no escribamos nada en la vista
gréfical

8. Sera util para el alumno ocultar la vista algebraica de la construccion para
facilitar la interaccién con el programa y que este no altere la construccion
subyacente.

Una vez planificada nuestra construccién nos ponemos manos a la obra.
1.1 Preparando el tapiz

Arrancamos el programa GeoGebra haciendo doble click sobre el icono

.Se abrira la ventana del programa después de esperar unos segundos .En
primer lugar activaremos (si no esta activada ya) la vista algebraica, la

FEX
Archivo Edita WiEEY Opciones Herramientas Ventana Ayuda  Conectar
| N (1 v [] vsta gebraica Cirt-hlayds+A ﬂ[ Una vez activada la vista
- ¥, Hoja de Calculo Ctri+Maylis+S |9 gréficaZ que es una novedad
> Vistagebt | caiculo Simbélico (CAS) Cirl+Maytis+K de las Gltimas versiones de
@] vsta granca Cirt-Mayis=1 GeoGebra dejaremos la vista
(7] vita Grica 2 Cirt-Mapis-2 grafica 2 totalmente en
ngtocolo de Construccidn Crl+Mayls+L 41 blanco i.e. sin ejes y sin
i Tectado cuadricula. Como puede
v Campo de entrada . L
/ apreciarse en el siguiente
¢ Disposicidn ... gréfico.
@ Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctrl+F 24
— Recdlculo de todos los objetos Cir+R _
Vista Grafica 2
v M Ejes (Desactivamos la opcidn ejes y cuadricula)
ﬁ Cuadricula

Barra de Navegacion Si no nos gusta el color blanco de fondo podemos
sustituirlo por otro color personalizado, a ser
EjeX - EjeY , posible suave. Eligiendo el icono de

Moskar indos los objetos \ configuracién-preferencias

=
Vista estandar Cri+M | ; | =
.Y entrando en el menud

.7 Vista Grafica ..
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seleccionamos el icono .Se despliegan entonces las opciones de color y elegimos uno

de ellos.

Misceldneas

Color de fondo:

cambiarse
iguiente

*. Elegir un color

Archivo Edita Vista Opciones Herramienta: Ventana Ayuda

Conectar

.
L)

W

A
L]

Gl A

Reciente:

En nuestro caso un color verde claro (todas estas opciones pueden

postgriormente) como vemos en la
pantalla.

ar Reinicio

» Vista Algebraid| » Vista Grafica)
+43,8.3)

» Vista Grafica 2

ol =) EA DN

(2.3, 4.56)

Entrada:

| @

Ahora elegiremos nuestra rejilla y sistema de coordenadas. Clicando

en el icono

Y eligiendo la ventana grafica 1, clicamos la pestafia (cuadricula tipo de

* - Preferencias - (3)

T w2 B B

cuadricula) como indica la siguiente
captura .Seleccionamos polar vy
marcamos la casilla Distancia y mostrar

Basico | Ejex || Ejey| Cuadricula |

[1 Mostrar cuadricula <«

cuadricula.

Tipo de cuadricula

Cantesiano (¥ +———

[] Distancia: ———
x ¥

Estilo de trazo
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Y ya tenemos nuestro sistema coordenado
preparado para graficar obteniendo algo
parecido a lo siguiente:

0,
Bk

* GeoGebra (3)
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar
< Bt
O P 1 2 el e N
B | [ e A= ™ LA D &
» Vista Algebraica » Vista Grafica » Vista Grafica2 o
3
|
|
|
i
|
4
| q
ad
— 0 e N
5 1 1o j
|
|
w1
i
|
|
24
i
Entrada:| | @
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1.2 Definiendo parametros vy deslizadores

Es importante definir previamente los parametros que vamos a utilizar con la
herramienta deslizadores porque en el caso particular de curvas parameétricas,
segun las versiones de GeoGebra estos pueden no interactuar con nuestras
construcciones si los definimos a posteriori.

[ i [ a=2 [

En la Ventana Grafica 2 seleccionamos el icono I v
. . a2 Deslizador

Y generamos los deslizadores a ,b,c,d,e,f clicando —*
varias veces sobre el lienzo de la ventana grafica2. 2 casilla de control
Seleccionando los deslizadores con el boton Botén
derecho del ratbn modificamos sus rangos
dandole valores altos, tanto positivos como a=[1] Casilla de Entrada

negativos.(estos deslizadores pueden modificarse
posteriormente seleccionandolos con el botén derecho y realizando la misma

4=u Deslizador le
. e
- . Mombre
=38 (& MNimero | |
. e
i a
. Angulo
ex‘tremninferinrinD I+ Extinf O Ang
) Entero )
Ex‘trel‘nusup W~ Extsup [ Aleatorio

Parametros Intervalo |Des|izad0r Animacidn

disponibles
Min: |—100 | Mz'u(_|200 | Incremento: ‘

-uncion :|u I3

'uncion?zle senfa) | a=27
’uncion3:|e sen(a) cos(12a) | = [ roticar ] [ Cancelar |
g=-0.4 operacion)
gt
h=086 , i
——— Obsérvese como he situado los

diferentes deslizadores. El resto de
detalles es de la distribucion, tal como quedara cuando finalicemos nuestro
disefio.

Crearemos ahora dos cajones de entrada asociados a los deslizadores ay b que nos
permitiran definir los intervalos del dominio de nuestra gréfica.

Clicamos en la siguiente herramient

o 13- 1 -1 ;
Y ;| ag? | =2l . | “ dandolgs los nombres que aparecen a

= continuacion

a=2 Deslizador - )
los vincularemos con los deslizadores a 'y b para
J Casilla de control
poder -
. Botdn N . CajaDeEntrada

Casilla de Entrada
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modificar el dominio de definicién .

Hacemos lo mismo con el deslizador b

extremoinferiorint O
Debe quedar algo parecido a laimagen

extremosup|{38 4 anterior.

Podemos ahora introducir valorgs ay b en las cajas (en los valores previamente
definidos para nuestros deslizagores y veremos como estos se modifican).

1.3 Definiendo las funciones

En el cajon de entrada sucesivamente escribiremos

f_ 1(a)=2 —— INTRO (usamos guion bajo para subindices)

f 2(a)=a/l3 ———» INTRO (lacombinacion ALT+A da lugar a alfa)
f 3(a)=cos(5*a) —— INTRO

Apareceran asi en la ventana algebraica\ = Funcién

Ahora, seleccionandolas una a una con el ol fi(a) =2
botdn derecho del raton y seleccionando la _____ 3 o) = o
pestafia de AVANZADO, marcaremos la 3
casilla de ventana grafical, desmarcandola s f3(ex) = cos (5 a)

opcién de ventana grafica2 para que la R T——
grafica se dibuje Unicamente en esa ventana.

Estas son graficas cartesianas que ocultaremos convenientemente.(nota: la letra

grlega alfa se puede Obtener + . Preferencias - polares2.ggb E
~ (oo — roo o
) BIEEEED
Funcidn
=] -~
fi(ex) = CajaDeEntrad Basico| Color | Estilo | Algebra| Avanzado | Programa de guidn (scriptin
2 fifa) Funcion . > canpove o g uitn scrptng]___
B Jd o - 3 campoDe | g
LI s I @ compane] RGB (Rojo-Verde-Azul) ¥
_ ¥ . Mostrarel objeto | || & campoDe’
— D I ¥ campoDe
A7 Mostrar etiqueta = Curva paramé Capa: | 0+
..... Curva,
i 1
# Rastoactvado | | - ) Curva, Indicacién: | Autormnatico v
..... , Curva
Renombra 3 . 3 [] Permitir seleccionar
' Borra = Funcidn
gsema e s Ubicacidn
..... 1. v
ﬂPropiedades__ P . 5 [¥] Vista Grafica [ ] Vista Grafi 2

por combinacién de teclas ALT+A)

Las funciones se ocultan seleccionandolas con el

boton derecho y desmarcando la opcién mostrar = Funcidn

objeto, o bien haciendo clic sobre el boton verde al ----- ﬁ_(ﬂ:) = 2

www.sociedadelainfaormacion.com N° 47 — M. s
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lado de la funcién en la ventana grafica como la siguiente imagen muestra.

1.4 Definiciéon de las curvas paramétricas asociadas alas funciones

Las curvas paramétricas se introducen con la sentencia Curva siguiendo la
sintaxis M N I

Curva[ =Expresion=, <Expresion=, =Parametro=, <Valor inicial=, <Valor final= ]
Curvalmplicita] =Lista de puntos= ]

Curvalmplicita] =f(x, y)=]

CurvaTriangular] =Punto=, <Punto=, =<Punto=, =Ecuacidn=]

Curvatural =Punto=, =Funcidn= ]

®l Cunvatural =Punto=, =Curva= ]

Pero nuestras curvas en polares no pueden expresarse de cualquier manera, debe de
hacerse asi Curva[f(t)*cos(t),f(t)*sin(t),t,a,b] .Esto debemos hacerlo tres veces , una
para cada funcién f1, f2, f3. (ay b son los pardmetros definidos en el primer paso.)

Después las renombraremos y con el botdén derecho y las llamaremos Curval,
Curva2, Curva3.(expresion paramétrica de una curva en polares) ,

=/ Curva parametrica ” Es vital escribir el nombre de
x = fi (t) cos (t) las funciones y no sus
y = fi (t) sen(t) = Ex 38 formulas, para que cuando
. interactuemos con ellas se
x = f(t) cos (t) L 0 < t< 3g recalculeny actualicen

Curvaj :

Curvas :
y = f2(t)
J automaticamente.
= f=(t t
Curvag: * = P(t) cos(®) | oce<3n
y = fa(t) sen(t) J - =

Es importante que impongamos la restriccién de que a sea <=b en los
parametros para que la definicion de los dominios tenga sentido y sea
l6gica.
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. Preferencias - polares2.ggh

- 0
|m\ [@][7 1B B &
= oy
CaJaDeEntrad_ = Avanzado Programa de guién (scripting)
@ campoDe = Deslizador | cal Estil Posicié
@ campoDe Basico olor stilo osicion
- @ campoDe’ Intervalo o]
-~ @ campoDe —
- @ campoDe’ Min: |a Ax: Incrementa: 0.1
= Curva parameé
-y Curva, _—
Deslizador
- Curva,
.y Curva, [+] Fijado [] Aleatorio Anch¥ 100 px 2
b
< | > < >
\ &’

Obsérvese que el deslizador b 1o he modificado y definido en el intervalo [a,100],
asi nunca podra ser menor que a. Los deslizadores podran ulteriormente ser
modificados con el boton derecho del ratén

1.5 Crearemos asociados alas funciones predefinidas

Esto nos permitird ocultar la construccion subyacente y permitira al alumno
interactuar de una forma mas directa y clara con las funciones en polares

ot Casilla de E :
1)f| e
a= ¥ Razcicen! Creamos tres casillas de entrada de nombre

Funcionl, Funcion2y Funcién3 vinculadas a f1,f2,f3

=2 Deslizador i o i
en lavista graflca 2 respectivamente.

a
[ —

jlla de control CajaDeEntrada
. Baotgn Rdtuln:| |
' Casilla de Entrada Objeto vinculado: v
. .S
Asi interactuamos [ g“wa—;j(:—;(? CUE':?' :—;_':? i
directamente con la urva_2:([_2(t) cos(t), L2(0)
. Curva_3:(f_3(t) cos(t), _31) sel
ventana algebraica [ F 1(@)=2 B
. . L] T —
pero sin n.ec.e5|dad de ' v 2(a)=al3
que esté visible, r . |F_3(a) = cos(5a)
introduciendo las g la=o v
funciones ' - B '
directamente en el cajon. La cosa
quedaria asf: Funcion1=2

funcion2=la /3

www.sociedadelainformacion.com N°47.
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1.6 Construyendo casillas de control

Casilla de E
=1
IR e

a=2 Deslizador

Haciendo clic en el icono del grafico crearemos varias
casillas de control para ocultar y visualizar tanto las
funciones como los parametros a y b llamados
respectivamente Extinf, Extsup, funciénl, funcion2,

s] Casilla de control funcion3y vinculados con a, b y las funciones,curval,

Botén curva 2, curva3 .Este es un valor booleano con opciones
true- false.

a=[1] Casilla de Entrada

Estos botones pueden . Casilla de control para mostrar/ocultar objetos E|
vincularse a varios
objetos como es nuestro Rétulo: funcion’ |

caso. En ultima instancia Selecciona objetos o elige de la lista

y trabajando con la

ventana algebraica, I -
podrian modificarse todas CajaDeEntrada campoDeTexto3

las entradas, pero Cunva Curva,
complicaria sobremanera Funcidn f,

el trabajo del alumno vy la
gran cantidad de
opciones nos desviaria
de nuestro obijetivo.

Aplicar || Cancelar

(Haremos una seleccién
similar con cada uno de los titulos de funcién a semejanza de la figura anterior).

1.7 -1.8 Ocultamos la ventana algebraica

b Vista Algebraica

<+— Sj clicamos en el aspa de la
= Curva paramétrica

y = fz(t) sen(t) en 2° plano.

_____ 5> Curvap: = () cos() } 0<¢<3g Ventanaalgebraica, laocultaremosy
y = fi(t) sen(t) - tendremos preparada la plantilla para

_____ 5 Curvay: ™ =f2(t) cos(t) |> 0 <t <38 graficar funcipnes en coo.rdenadas
y=f(t)sen(t) [  — polares, terminando por fin nuestro

..... Cureas x = fa (t) cos (t) } Dt <3 disefio sin ver la construccién hecha

Guardamos la hoja con nombre polares2.ggb .hacemos varias copias con nombres
diferentes para tener un respaldo y, si nos interesa, ensayar modificaciones que
mejoren la hoja inicial.
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La ventana deberia quedar asi:

+ polares2.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar
% / . [ @ 4 ‘\- ABC Elige y Mueve B [ad
-] -] il i il L N i 3 -] Enmarca o selecciona los objetos (Esc para salir) 2
» Vista Gréfica » Vista Grafica 2
v < . PP AN . S a=0
S L \ e ~ \ e
\’ P 2 e - v = » b=16
o Ky -
/ ~ A
et atremointerionn{0 | 7 Extinf
' Pardmetros
N Funci0n1__2 ¥ funciont  disponibles
) \
i i i
! ! . fum:|0n2: ¥ funcion2 e=27
: ¢ A =06
I 8 B
i '
j \ funcion3=|cos(5a) [¥ funcion3 4
1
{5 L a=-0.4
' e e
'
S h=0.86
' R —
i
' \ /
/
Y
A '
v \ i
L /
' /
\ K
e
e
Entrada: ‘ =

2. Consideraciones finales

Las transformaciones que nos permiten pasar de coordenadas polares a
cartesianas y viceversa vienen dadas por:

= 5 Las funciones polares son
reqx’ +y2 de la forma r—f(f‘:")
De rectangular lares: o '
€ rectanguiares a po S B:arctg% Matematicamente r

deberia ser una funcién
positiva .Si f(E" ). Fuese
negativa r haria referencia
y=rsend a un puntos inexistentes
en el plano cartesiano.
Esto en rigor nos obligaria a definir las ecuaciones para la parte positiva de f o
para el valor absoluto de f. No lo hemos hecho asi porque se le puede dar un
sentido geométrico considerando los valores negativos como opuestos a la
semirrecta polar dando lugar, si cabe a construcciones geométricas ain mas
interesantes.

x=rcosB
De polares a rectangulares:

3 Actividades propuestas
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El autor propuso en 1° de bachillerato un estudio comparado de las funciones
elementales de bachillerato (las de las calculadoras) y estudiar esas mismas férmulas
en coordenadas polares de las cuales extraemos los siguientes graficos

Funciones cartesianas Funciones polares

Fconstante

R=t/3.

R=2/t (t>0)

Funciones trigonométricas R=2cos(5t)
y=2*c0os(5x)
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Paquete de ondas
y=2sin(0.25x)cos(7x)

Y=1+abs(cos(7x)) R=1+abs(cos(7t))

Y=3.4*sin(pi*x/5) R=3.4*sin(pi*t/5)

2/
b
Vi
Y,
a HH
& 4 2 ) 2 4 6 8 10 12 i
775!
958 S
4% \
2 i H A
“ i A
) ek A
o G A
s S
0 R OO0
iy

%
&%
X3
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b‘l

25
%
2525
o
e
%
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Y=In(abs(x))

R=In(abs(t))

~

Y=tan(x)

R=tan(t)

X
ﬂ

Y=secante(5x)=1/cos(5x)

Y=sen(x/4)

R=sen(t/4)
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Existen otro montén de curvas interesantes cuya expresiéon es sencilla en
coordenadas polares porgue presentan una disposicion y cierta simetria con
respecto al origen y semirrecta polares, de las que publicaremos una galeria
con esta misma planilla en IGCLM y que dan titulo al articulo.

Bibliografia:

Videos de you tube Rafael Miranda Molina
https://Iwww.youtube.com/user/rafamiranda77 Curvas polares en GeoGebra

Videos de GeoGebra de José Luis Tabara Carbajo

https://www.youtube.com/user/jltabara La coleccién de videos es una auténtica
delicia.
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